
简单的答案解析

2023 年 2 月 28 日

一

1.

1, t 为偶数且 k=1

0, else
; 非平稳

2. γk(Xt, Xt+k) =


6σ2, k = 0

2σ2, |k| = 1

0, |k| > 1

; Corr(Xt, Zt+k) = 0

3. B

4. −1 < a < 0.5

5. α0

1−α1

6. 5.75

7. 4π2f3(λ)

8. 白噪声；χ2 分布或者正态分布；{xt} 是独立白噪声。

9. 1
1− 1

2ϕ1−···−( 1
2 )

pϕp

10. 8/21 ，1/21

二

(1). 当 k=0,

γ(0) =

∫ π

−π

σ2(π − |λ|)
π2

dλ = 2σ2 − σ2 = σ2.

当 k ̸= 0

γ(0) =

∫ π

−π

cos kλf(λ)dλ =
2σ2

k2π2
[1− cos kλ] = 2σ2

k2π2
[1− (−1)k].

(2). 由 Levinson 递推公式, 我们有
ν0 = γ(0), θ1,1 = γ(1)/γ(0), ν1 = γ(0) − γ2(1)/γ(0) and θ2,1 = (γ(1) − θ1,1θ2,2ν0)/ν1, θ2,2 =

γ(2)/ν0.
最后，我们可以得到 θ2,1 = 4π2/(π4 − 16), θ2,2 = 0.

三
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(1).

Xt =
∞∑
j=0

ψjεt−j , EXtεt−k =

{
σ2ψk, k ≥ 0

0, k < 0

ψj = a1ψj−1 + bj ⇒ ψ0 = 1, ψ1 = 1.5, ψj =
9

5

(
4

5

)j−2

, j ≥ 2

γ0 = σ2

∞∑
j=0

ψ2
j = 12.25σ2

Xt = 0.8Xt−1 + εt + 0.7εt−1 + 0.6εt−2

两边同乘 Xt−1, 取期望

γ1 = 0.8γ0 + (0.7ψ0 + 0.6ψ1)σ
2 ⇒ ρ1 = 0.8 + (0.7ψ0 + 0.6ψ1) /12.25

两边同乘 Xt−2, 取期望 γ2 = 0.8γ1 + 0.6ψ1σ
2 ⇒ ρ2 = 0.8ρ1 + 0.6ψ1/12.25

两边同乘 Xt−k, k ≥ 3, 取期望 γk = 0.8γk−1 ⇒ ρk = 0.8ρk−1, k ≥ 3

(2).
A(z) = 1− 0.8z,B(z) = 1 + 0.7z + 0.6z2

A(z) = 0 ⇒ z = 1.25, B(z) = 0 ⇒ |z1| = |z2| =
√

5
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序列是因果可逆的。

(3).

εt =
A(L)

B(L)
Xt

设 A(z)
B(z)

=
∑∞

j=0 ξjz
j (

1 + b1z + b2z
2
) ∞∑

j=0

ξjz
j = 1− a1z

⇒ ξ0 + (ξ1 + b1ξ0) z +
∞∑
j=2

(ξj + b1ξj−1 + b2ξj−2) z
j = 1− a1z

⇒ ξ0 = 1, ξ1 = −a1 − b1ξ0 = −1.5, ξ2 = 0.45, ξj = −b1ξj−1 − b2ξj−2, j ≥ 2

记 α, β 为 B
(
1
z

)
= 0 的两个根, 令 c1 =

βξ1−ξ2
β−α

= 0.45+1.5β
α−β

, c2 =
ξ2−αξ1
β−α

= 0.45+1.5α
β−α

, 则

ξj = c1α
j−1 + c2β

j−1, j ≥ 3

εt =
∞∑
j=0

ξjXt−j = Xt − 1.5Xt−1 + 0.45Xt−2 +
∞∑
j=3

(
c1α

j−1 + c2β
j−1

)
Xt−j

四

(1). 最佳线性预测 X̂t(l), l = 1, 2, · · · 由下式确定:{
X̂t(l) =

1
16
X̂t(l − 2), l = 1, 2, · · · ,

X̂t(−1) = Xt−1, X̂t(0) = Xt.

由于特征方程

λ2 − 1

16
= 0
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有相异实根

λ1 =
1

4
, λ2 = −1

4
,

因此

X̂t(l) =
c1
4l

+
c2

(−4)l
, l = −1, 0, 1, · · · ,

其中 c1, c2 由下式确定:
Xt = c1 + c2, Xt−1 = 4 (c1 − c2) ,

即

c1 =
Xt

2
+
Xt−1

8
, c2 =

Xt

2
− Xt−1

8
.

因而

X̂t(l) =
1

4l

(
Xt

2
+
Xt−1

8

)
+

1

(−4)l

(
Xt

2
− Xt−1

8

)
=

1 + (−1)l

22l+1
Xt +

1− (−1)l

22l+3
Xt−1, l = −1, 0, 1, · · ·

(2). 由 (1) 可得

et(l) = Xt+l − X̂t(l)

= Xt+l −
1 + (−1)l

22l+1
Xt −

1− (−1)l

22l+3
Xt−1, l = −1, 0, 1, · · ·

因而

E
[
et(l)

2
]
=E

{[
Xt+1 −

1 + (−1)l

22l+1
Xt −

1− (−1)l

22l+3
Xt−1

]2}

=E
(
X2

t+l

)
+

[
1 + (−1)l

22l+1

]2
E
(
X2

t

)
+

[
1− (−1)l

22l+3

]2
E
(
X2

t−1

)2
− 1 + (−1)l

22l
E (Xt+lXt)−

1− (−1)l

22(l+1)
E (Xt+lXt−1)

=

{
1 +

1 + (−1)l

2

1

24l
+

1− (−1)l

2

1

24(l+1)}

}
γ(0)− 1 + (−1)l

22l
γ(l)− 1− (−1)l

22(l+1)
γ(l + 1), l = 1, 2 · · ·

(3). 因为 |γ(k)| ≤ γ(0), 由 (2) 可得

E
[
et(l)

2
]
→ γ(0), l → +∞.

五

（1）AR(p) 模型的谱密度函数为：

fX(ω) =
1

2π

∞∑
k=−∞

γke
−ikω.

按照上面思路求出来自相关函数就可以。

此外，书本上 p67 有推论 3.2，AR(p) 有谱密度：

fX(ω) =
1

2π

∞∑
k=−∞

γke
−ikω =

σ2

2π|A(eiω)|2
.

在这道题目中，A(z) = 1− 0.9z3.
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结果为

fX(ω) =
σ2

2π(1− 0.9e3iw)2
.

（2）对一个绝对可和的线性滤波器而言，其谱密度为

fY (λ) = |H(e−iλ)|2fX(λ),

其中 H(z) = (z−1 + 1 + z)/3。将上面的结果带入就可以了。

结果为

fY (ω) =
(eiw + 1 + e−iw)2

9
fX(ω) =

σ2(eiw + 1 + e−iw)2

18π(1− 0.9e3iw)2
.

再利用公式 eiw = cosw + i sinw，求得 e3iw|w=2π/3 = 1 和 (eiw + 1 + e−iw)|w=2π/3 = 0.
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